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Equacdo Vetorial da Reta

Um dos principais axiomas da Geometria Euclidiana diz que dois pontos
distintos A e B determinam uma (nica reta r. Assim, para cada ponto P
qualquer da reta temos que /ﬁ e /ﬁ sdo |.d.
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Equacdo Vetorial da Reta

Um dos principais axiomas da Geometria Euclidiana diz que dois pontos
distintos A e B determinam uma (nica reta r. Assim, para cada ponto P
qualquer da reta temos que AP e /ﬁ sdo |.d.

Logo, /ﬁ =t- /ﬁ para algum t € R.

Portanto,

P=A+t-AB. (1)

O vetor /@ é denominado vetor diretor da reta r e t é chamado de
parametro.
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Observacdes

1) O vetor diretor da equacdo 1 serve para fixar a direcdo da
reta enquanto que o ponto serve para fixar a posicdo da reta
no espaco.

Laura Goulart (UESB) Retas no Espaco 28 de Agosto de 2018 3/30



Observacdes

1) O vetor diretor da equacdo 1 serve para fixar a direcdo da
reta enquanto que o ponto serve para fixar a posicdo da reta
no espaco.

2) E fundamental para determinar a equacdo vetorial da reta
conhecermos um ponto Py(xo, yo,2p) € o vetor diretor
= (a,b,c).
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Observacdes

1) O vetor diretor da equacdo 1 serve para fixar a direcdo da
reta enquanto que o ponto serve para fixar a posicdo da reta
no espaco.

2) E fundamental para determinar a equacdo vetorial da reta
conhecermos um ponto Py(xo, yo,2p) € o vetor diretor
= (a,b,c).

3) A equacdo 1 ndo é unica, basta escolher um outro ponto da
reta, como por exemplo o ponto B ao invés do ponto A.
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1) Ache a equacido vetorial da reta que passa pelos pontos
A(3,-1,1) e B(2,1,2).
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1) Ache a equacido vetorial da reta que passa pelos pontos
A(3,-1,1) e B(2,1,2).

2) Verifique se o ponto P(—1,0,2) pertence a reta
X =(-7,-3,-7)+t(2,1,3).
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Equacdo Paramétrica da Reta

A equacdo vetorial (x,y,z) = (xo,¥0,20)+t-(a, b, c) equivale ao sistema:
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Equacdo Paramétrica da Reta

A equacdo vetorial (x,y,z) = (xo,¥0,20)+t-(a, b, c) equivale ao sistema:

X=Xp+t-a
y=yo+t-b (2)
z=2zt+t-c

chamada de equacdo paramétrica da reta.
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Observacao

O parametro t da equacio 2 pode ser interpretado como o instante de
tempo, se o ponto P(x,y,z) descreve o movimento retilineo uniforme de
uma particula com vetor velocidade .
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1) Ache a equacdo paramétrica da reta que tem direcdo
Uy = (—3,—1,0) e passa pelo ponto Py(1,1,2).
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1) Ache a equacdo paramétrica da reta que tem direcdo
Uy = (—3,—1,0) e passa pelo ponto Py(1,1,2).
x=1-—t
2) Ache o vetor diretor e um ponto da reta r: y=3
z=2t
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1) Ache a equacdo paramétrica da reta que tem direcdo
Uy = (—3,—1,0) e passa pelo ponto Py(1,1,2).

x=1-—t
2) Ache o vetor diretor e um ponto da reta r: y=3
z =2t
x=2+4t
3) Ache a equagdo vetorial da reta y=-1-—t
z=3+2t
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Equacdo Simétrica da Reta

Se todas as componentes do vetor diretor da reta r sdo ndo nulas, podemos

isolar o pardmetro t em cada equacdo de 2 e igualar os resultados obtendo
o que chamamos de equacdo simétrica da reta dada por:
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Equacdo Simétrica da Reta

Se todas as componentes do vetor diretor da reta r sdo ndo nulas, podemos

isolar o pardmetro t em cada equacdo de 2 e igualar os resultados obtendo
o que chamamos de equacdo simétrica da reta dada por:

X — X0 Y =% zZ— 2
p— p— 3
a b c (3)
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1) Ache a equacdo simétrica da reta que passa pelos pontos
A(~1,2,0) e B(1,1,1).
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1) Ache a equacdo simétrica da reta que passa pelos pontos
A(~1,2,0) e B(1,1,1).

3) Ache as equacdes vetorial e paramétrica da reta

x—1 y+2
2 3

r:

—Z.
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Posicdo relativa entre retas

Duas retas podem ser paralelas, concorrentes ou reversas e para estudar a
posicdo relativa vamos dividir o nosso estudo nesses casos.
Considere asretas r: P=A+t-u, e s:P=B+ h- us.
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r e s sdo retas reversas(ou n3o coplanares)

[, 45, AB] # 0
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Verifiquese r: P=(1,2,3)+t(0,1,3) e s: ¢ y=1+41t s&o reversas.
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r e s coplanares e paralelas

ur e us sao ld.
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x =4+ 18h
Verifique se r: P =(1,1,1) + t(6,8,2) e s: ¢ y=6+24h sdo
z=3+6h

paralelas.
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res coplanares e concorrentes

ur e us sdo li.

r
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Verifique se r:(1,0,0) +t(1,1,1) e s:x—2=3—y =
concorrentes.
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Observacao

Um ponto pode ser obtido a partir da interseccdo de duas retas
concorrentes. Note que a determinacdo das coordenadas do ponto fica
condicionada a resolucdo de um sistema linear formado pelas equacdes das

retas.
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Observacao

Um ponto pode ser obtido a partir da interseccdo de duas retas
concorrentes. Note que a determinacdo das coordenadas do ponto fica
condicionada a resolucdo de um sistema linear formado pelas equacdes das

retas.

Determine o ponto de interseccdo dasretas r:x —2=—y=z—1 €
x=4+h
s:q y=-2-—h
z=73
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Angulo entre retas

Sejam r e s retas concorrentes que se interceptam formando quatro
angulos, dois a dois opostos pelo vértice.
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Angulo entre retas

Sejam r e s retas concorrentes que se interceptam formando quatro
angulos, dois a dois opostos pelo vértice.

O angulo entre as retas é definido como sendo o menor destes angulo. E
claro que o dngulo agudo formado pela retas é 0 mesmo formado pelos
vetores diretores delas.
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Angulo entre retas

Sejam r e s retas concorrentes que se interceptam formando quatro
angulos, dois a dois opostos pelo vértice.

O angulo entre as retas é definido como sendo o menor destes angulo. E

claro que o dngulo agudo formado pela retas é 0 mesmo formado pelos
vetores diretores delas.
| < dy, ts > |

rogo. <cos (7 8) = Yz )
r S

com 0<(r,s) < g
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Se asretas r e s sdo reversas, existe uma reta s’ paralela a reta s
interceptando a reta r em um ponto. O 4ngulo entre r e s é definido
como sendo o angulo entre r e .
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Se asretas r e s sdo reversas, existe uma reta s’ paralela a reta s
interceptando a reta r em um ponto. O 4ngulo entre r e s é definido
como sendo o angulo entre r e .

Observacdo

No caso em que as retas sdo paralelas diremos que o dngulo é nulo.
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x=1+h
Calcule o angulo entre as retas r: P =1t(1,-1,1) e s: y =2h
z=2—h
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Distancia entre ponto e reta

Para entendermos melhor a distancia no espaco, é necessario relembrarmos
que dados A(x1,y1,21) e B(x2,y2,2) pontos no espaco, chama-se
distancia entre eles a norma do vetor AB.
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Distancia entre ponto e reta

Para entendermos melhor a distancia no espaco, é necessario relembrarmos
que dados A(x1,y1,21) e B(x2,y2,2) pontos no espaco, chama-se
distancia entre eles a norma do vetor AB.

Portanto, d(A, B) = \/(Xl — X2)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2.
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Distancia entre ponto e reta

Para entendermos melhor a distancia no espaco, é necessario relembrarmos
que dados A(x1,y1,21) e B(x2,y2,2) pontos no espaco, chama-se
distancia entre eles a norma do vetor AB.

Portanto, d(A, B) = \/(Xl — X2)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2.

Dado um ponto P(xi,y1,z1) e uma reta r: Py+ td, a distancia entre P
e r &o menor comprimento dos segmentos PR, onde R € r. E claro
que este minimo é atingido quando o vetor PR & ortogonal ao vetor
diretor da reta.

aj
<
-
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Lembremos que a area do paralelogramo determinado pelos vetores PQ e
U é justamente ||PQ x d]|, onde a base mede ||u]| e a altura é a
distancia procurada.
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Lembremos que a area do paralelogramo determinado pelos vetores PQ e
U é justamente ||PQ x ]|, onde a base mede ||d]| e a altura é a
distancia procurada.

Logo,

_IPOxdl|

9P = g
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Lembremos que a area do paralelogramo determinado pelos vetores P
U é justamente ||PQ x ]|, onde a base mede ||d]| e a altura é a
distancia procurada.

Logo,

_1IPG x
Gl

Observe que este método independe da escolha do ponto da reta.

d(P,r)
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X=2+t
Calcule a distancia entre o ponto P(1,1,0) e r:{ y=—-1+2t
z=—t
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Distancia entre retas

A distancia entre as retas r: R+ tu, e s:S -+ tu, é definida como a
menor distancia entre os pontos das retas. E para determinar esta distancia
é necessario saber primeiro qual é a posicdo relativa delas.
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Distancia entre retas - Retas paralelas

Se as retas r e s sdo paralelas entdo d(r,s) = d(R,s) ou
d(r,s) =d(r,S).
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Ache a distancia entre as retas r: P =(1,0,2) 4+ t(1,1,1) e
s:x—1=y+2=z-3.
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Distancia entre retas - Retas reversas

Os vetores RS,u] e U, por serem nio coplanares, eles determinam um

paralelepipedo cuja a altura é a distancia d(r,s) que se quer calcular.
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Distancia entre retas - Retas reversas

Os vetores RS,u] e U, por serem nio coplanares, eles determinam um

paralelepipedo cuja a altura é a distancia d(r,s) que se quer calcular.
Lembremos que o volume do paralelepipedo € dado por area da base vezes
altura. Observemos que no paralelepipedo em questdo a area da base é
dada por ||u; x @|.
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Por outro lado, como ja foi visto, a drea do paralelepipedo é dada por
RS, @, @]l
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Por outro lado, como ja foi visto, a drea do paralelepipedo é dada por

RS, !, ]].
RS, @, &)

Portanto d(r S) m
ur Us
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Ache a distancia entre as retas r: P =(1,1,1) + t(—1,2,1) e
s:P=(1,1,3)+ h(2,1,3).
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Observacao

Se as retas s3o concorrentes diremos que a distancia entre elas é nula.
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